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Temos que E = E +ﬁ e ﬁ = F_lj +D7, portanto,

AE-FA = (AB+BE)-(FD+DA)
— AB-FD+AB-DA +BE-FD +BE -DA

Comoﬁiﬁ eﬁJ_F_ﬁ, entéoﬁ-ﬁzOeﬁ-F_D)zo.
Assim,
AB-FD+AB-DA +BE-FD +BE-DA
= E-F‘Tf+0+0+ﬁ-D7
— |AB|| x |FD| x cos(180°) + |BE| x IDA | x cos(180°)

Por outro lado, temos que AB =3 x B_C, isto é, IIEH =3 x ||l?_C"II,
|ABI _ 3x |BC|
2 2 )

E—— B_C)’ —_— E—
Temos, ainda, que |BE| = ”2—” e |DA| =|BC].

logo, IFD|| =

Entéo,

IAB| x [FD|| x cos(180°) + |BE| x [DA| x cos(180°)

3 x |BC]| IBC|

3x||B—é||xTx(—1)+ x IBC|l x (~1)

—g x ||B_C’||2—% x |BC|2

10 —
- — x|BC|?
2
—5x |BC|?
—5><B_C2 (c.q.m.)
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Ora,
15 -2%G12% = (T -21)- & -284)
= §-0-2U-T-2U-T+4i-U
= IBI12 44 -T+4x |E|?
= 1512 =4 x |l@]l x |5]| x cos(@ ; U)+4 x ||&@?
5
= 42—4><2><4><cos(zﬂ)+4><22
3
= 16—32x(—£)+16
2
= 32+16V3
3.

Vamos determinar uma equacéo vetorial da reta perpendicular ao plano a e que passa
pelo ponto A. Seja r essa reta.

Um vetor normal ao plano a, 7i,, é paralelo a um vetor diretor da reta r.

Ora, como 72, = (3,-2,1), por exemplo, uma equacio vetorial da reta r é:

(x,y,2)=(1,-2,3)+k(3,-2,1), kR

Determinemos, agora, as coordenadas do ponto de intersegdo da reta » com o plano a.

Seja I esse ponto.

x=1+3k% x=1+3k%
y=-2-2k y=-2-2k
{ RN
z=3+kFk z=3+kFk
3x—-2y+z+4=0 3(1+3k)—2(—2—-2k)+3+Ek+4=0
x=1+3k x=1+3k
y=-2-2k y=-2-2k
=R ¢ <
z=3+k z=3+k
3+9k+4+4k+3+k+4=0 14k +14=0
x=1+3(-1) x=-2
y=-2-2(-1) y=0
N o
z2=3+(-1) z=2
k=-1 kE=-1

Portanto, 1(-2,0,2).
A distancia do ponto A ao plano « é igual a Al
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Assim, temos que:

Al = V(1+2)2+(-2-0)2+(3-2)2
v9+4+1
V14

Resposta: v 14.

Para determinar uma equacéo cartesiana do plano ABC, vamos determinar as coordena-
das de dois vetores, ndo colineares, deste plano.

AB=B-A=(-2,3,1)-(0,-1,2) = (-2,4,-1)
AC=C-A=(12,2,-1)—(0,-1,2) = (12,3,-3)

Sendo, 7i(a, b, c) um vetor normal ao plano ABC, temos que:

#-AB=0 o) @b,0-(-2,4,-1)=0
n 0 (a,b,c)-(12,3,-3)=0

- —2a+4b—-c=0 - —2a+4b=c

12a +36—-3¢c=0 12a +3b—-3(-2a +4b)=0

—2a+4b=c —-2a+4b=c
o o

12a +3b+6a-126=0 18a—-96=0

—-2a+4b=c —2a +42a)=c —-2a+8a=c c=6a
o o 22N 22N

96 = 18a b=2a b=2a b=2a

A familia dos vetores normais do plano ABC é ri(a,2a,6a), a € R\ {0}.

Por exemplo, se a =1, 7(1,2,6) é um vetor normal ao plano ABC e como A(0,-1,2) per-
tence a este plano, temos que uma equacéao cartesiana do plano é:

1(x-0)+2(y+1)+6(z—-2)=0
& x+2y+2+62-12=0
& x+2y+62—-10=0

11% Ano « Proposta de Resolucéo Miniteste 4 ¢ Ano Letivo 2022/2023 « Pagina 3/ 5



5.1.
O angulo BAH é o angulo formado pelos vetores ABe AH.

Ora, AB=B-A =(-3,8,-2)—(1,2,-2) = (—4,6,0)
e AH=H-A=(0,10,13)—(1,2,-2) = (-1,8,15)

Temos ainda que:

IAB| =/ (—4)2 + 62 = /16 + 36 = v52

IAH| = V(=12 + 82+ 15% = I+ 64 + 225 = /290

A amplitude do angulo BAH pode ser determinada do modo que se segue:

AB-AH

cos(BAH) = _
IAB| x |[AH]|
(-4,6,0)-(—1,8,15)
|AB| x |AH]|
4+48 52
V52 x V290 /15080

Logo, a amplitude do angulo BAH, em graus, arredondada as décimas é

R 52
BAH =cos™! ~65°
(\/ 15080)

5.2.
As coordenadas do ponto E podem obter-se a partir de E = A +BH.
Ora, BH = H-B =(0,10,13) = (-3,8,~-2) = (3,2, 15), pelo que

E=(1,2,-2)+(3,2,15) = (4,4,13).

O raio da superficie esférica € igual a

AE=/(4-12+(4-2)2+(13+2)2=v9+4+225=1/238

Portanto, a equacédo reduzida da superficie esférica de centro no ponto E e que passa
no ponto A é (x —4) + (y —4)? + (z — 13)3 = 238.
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5.3. Seja P(x,y,z) um ponto genérico do plano mediador do segmento de reta [AH] e M
o ponto médio deste segmento.

Ora, M = 6,—
e 2 > 2 ' 2 2" g

Uma equacio do plano mediador pedido é, entao, MP-AH =0.

1+0 2+10 _2+13)©M(1 11)

Determinemos as coordenadas destes vetores:

— 1 11 1 11
MP=P-M= |26 —=|=|x-=.v—-6.2——
(x,y7z) (27 b 2 ) (‘x 27y ,Z 2 )
AH=H-A=(0,10,13)—-(1,2,-2)=(-1,8,15)
Assim, vem que:
( 1 6 11) (-1,8,15)=0
x——,y—6,z——|-(- =
2’y b 2 b 9
1 11
=1 —1(36—5)4‘8(‘)/—6)4'15(2—?):0

1 165

© —x+=-+8y—-48+15z2——=0
2 2

& —x+8y+15z2-130=0

Uma equacéo do plano mediador do segmento de reta [AH] é —x+8y+15z—-130=0.

FIM
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