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Funcoes

¢ Funcdo ctbica ou func¢do polinomial do 3° grau é toda a fung¢do definida por um polinémio

de grau 3.

O dominio desta fungdo é R e ¢ definida por uma expressao do tipo y = ax® + bx? + cx +d,
sendoa e R\ {0}eb,c,d € R.

* Uma funcdo f real de varidvel real, diz-se par quando Vx € Df, —X € Df Af(=x) =f(x).

Portanto, o grafico de uma funcado par tem simetria relativamente ao eixo Oy.

¢ Uma fungdof real de variavel real, diz-se impar quando Vx € Df, —X E Df Af(=x) = —f (x).

Portanto, o grafico de uma fun¢do impar tem simetria de meia volta.

¢ O ntmero maximo de zeros de uma fungdo ctibica é trés.

¢ Funcdo quadrtica ou funcdo polinomial do 4° grau é toda a func¢do definida por um polinémio
de grau 4.

O dominio desta fungdo é R e é definida por uma expressdo do tipoy = ax*+bx>+c?x+dx+e,
comae R\ {0}eb,c,d e e R.

¢ O ntmero maximo de zeros de uma fungdo quértica é quatro.

¢ Em qualquer funcdo qudrtica, o comportamento no infinito quando x — —oo e quando
X — 400 é 0 mesmo, isto, é se x > —co e f(x) — +oo, entdo x — +oo e f(x) — +oco ou
sex » —oef(x) » —oo, entdo x —» +oo e f(x) - —oo.

* Zeros e comportamento no infinito
Sejam f uma fungdo polinomial de grau 1 e ax", coma € R \ {0} en € Z*, o seu termo de

maior grau, entao:

- a fungdo f e o termo de maior grau ax” tém o mesmo comportamento no infinito;
- a fungdo f tem no méximo, n zeros reais;

- se n for impar, f tem, pelo menos, um zero real.

* Duas funcdes f e g reais de varidvel real, dizem-se iguais se e s6 se Dr = D, A f(x) =
g(x), Vx € Df.

Divisao inteira de polindmios

Dados 0s polinémios A(x) e B(x) o algoritmo de divisdo inteira de polinémios permite deter-
minar o quociente Q(x) e o resto R(x) dessa divisdo, tais que:

A(x) = B(x) x Q(x) + R(x).

A(x) e B(x) dizem-se polinémio dividendo e polinémio divisor, respetivamente.
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R(x) é o polinémio resto e ou é o polindmio nulo ou tem grau inferior ao grau do polinémio
dividendo B(x).

Um polinémio A(x) é divisivel pelo polinémio B(x), quando o resto da divisdo inteira de
A(x) por B(x) é zero.

Neste caso, resulta, imediatamente que A(x) = B(x)xQ(x), sendo Q(x) opolinémio quociente.

Regra de Ruffini / Algoritmo de Horner:

Sejam A(x) e B(x) dois polinémios, tais que, o grau de A(x) é superior ou igual ao grau de
B(x).

O Algoritmo de Horner permite determinar os coeficientes dos polinémios Q(x) e R(x),
respetivamente, quociente e resto da divisdo inteira de A(x) por B(x).

No caso particulaar do polinémio B(x) ser do tipo x —a, coma € R, o algoritmo é conhecido
por Regra de Ruffini.

Teorema do resto:

Dado um polinémio P(x) e um ntiimero real «, o resto da divisdo inteira de P(x) por x — «a é
igual a P(a).
Assim, é imediato concluir que P(x) é divisivel por x — a se e s6 se P(a) = 0. E, neste caso, «

diz-se raiz do polinémio P(x).

A decomposicdo de um polinémio em fatores consiste em representa-lo na forma de produto
de polinémios.

Uma raiz a de um polinémio P(x) tem multiplicidade k quando k é o maior ntimero natural,
diferente de zero, para o qual P(x) é divisivel por (x — )k comk >1 (ke ZT).

Um polinémio de grau n tem, no méximo, n raizes reais diferentes.

Sendo P(x) = ax?>+bx+c,coma € R\ {0} eb,c € R, se a; e a, sdo raizes iguais ou distintas
de P(x), entdao
P(x) =a(x —ay)(x —ay).

Sendo P(x) um polindmio de grau n, sendo n € Z*, com k raizes distintas a1, a,, a3, ..., )
de multiplicidades 1y, 15, 13, ..., ny, respetivamente, entdo ny +n, + n3 + -+ + 1, < n e existe

um polinémio Q(x), sem raizes reais, tais que

P(x) = (x —a)"(x —ay)™2(x —az)™ ... (x — )" Q(x)

Se P(x) é um polinémio de coeficientes inteiros, entdo, as suas raizes inteiras, caso existam,
pertencem ao conjunto dos divisores positivos e negativos do termo independente de P(x).
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Equagoes e inequacoes de grau superior ao segundo
Seja P(x) um polinémio de grau superior a 2, tem-se que:

* para resolver uma equagdo do tipo P(x) = 0 fatoriza-se P(x) e aplica-se a lei do anulamento
de produto.

* para resolver uma inequagdo do tipo P(x) > 0,P(x) > 0, P(x) < 0 ou P(x) < 0, fatoriza-se
P(x) e estuda-se o sinal dos seus fatores, recorrendo, normalmente a uma tabela de sinais.
Operacoes com fungoes
Dadas duas fungdes f e g, reais de variavel real, designa-se por:
* Fungdo soma de f com g & funcéo f + g, de dominio D = Dy N D, e definida por
f +8)(x) =f(x) +g).
* Fungdo diferenca entre f e g a funcéo f — ¢, de dominio D = Dy N D,, e definida por
(f —8)(x) =f(x) —g).
* Fungdo produto de f por g a fungdo f x g, de dominio D = Dy N D,, e definida por
(f x &) (x)=f(x) xg(x).

* Funcdo quociente de f por g a fungdo i—i, de dominio D = (Df N Dg) \ {x € Dg :g(x) =0}e

(o= 5

definida por

Funcoes racionais

P(x)

Uma funcdo f, real de varidvel real, chama-se racional se é definida por f (x) = o

em que
P(x) e Q(x) sdo polinémio com Q(x) diferente de zero.

O dominio de f é o conjunto{x € R : Q(x) # 0}.

¢ Fungdes do tipo f (x) =a + coma,ce Rebe R\ {0}.

X— C’
- Dy =R\ {0)
- D’ R \ {a}
- Equacdo da assintota vertical: x = c.

Nota: A reta de equagdo x = c é uma assintota vertical ao gréfico de uma funcao f
quando f (x) tende para +oo ou para —oo, quando x — ¢ por valores a esquerda ou a
direita ou ambos.

- Equacdo da assintota horizontal: y = a.

Nota: A reta de equagdo y = a (a € R) é uma assintota horizontal ao gréfico de uma
funcdo f quando f (x) tende para 4, quando x — oo ou x - —co ou ambos.
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- Se b > 0, a fungdo f € estritamente descrescente em ] — oo, c[ e em ]c, oo[.
- Se b >0, a fungdo f € estritamente crescente em ] — oo, c[ e em ]c, oo].

P(x)
Qx)°

* Zeros de uma fungao racional do tipo f (x) =

P(x)

f(x):O@Q(x) =0e Px)=0AQx) #0.

Portanto, f tem tantos zeros quantos os zeros de P(x) desde que estes ndo sejam zeros de

Q).

¢ Para resolver uma inquecdo fraciondria recorre-se, normalmente, a uma tabela de sinais.

Derivadas

¢ A taxa média de variacdo de uma fungao no intervalo [a, b]:

f ) —f(a)
b—a

A taxa média de variacdo de uma fungédo f nointervalo [4, b] é igual ao declive da reta secante

t.m.V[a’b] =

ao gréfico da funcdo f nos pontos A(a,f (a)) e B(b,f (b)).

* Derivada de uma fun¢do num ponto

f() —f(xq) ol f(xy) = f(xo+h) — f(xq)

x—>xO X = Xq 0 h

f(xg) =

- Se f admite derivada em x = x;, diz-se que f é derivédvel ou diferencidvel em x,.

— A derivada de f em x; é a taxa de variagdo instantdnea em x = x.

* Sef éderivdvel em xj, comxy € Dy, o declive da reta tangente ao gréfico de f no ponto de
abcissa x é igual a f' (xg).

* Reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa x

v —f(xg) =f"(xg) (x — xq),
onde m = f'(xg).

¢ Uma funcdo f diz-se diferencidvel num conjunto A quando é diferenciavel em todos os pon-
tos de A.

* Regras de derivacdo

~-f+Q=f +g _ (i) _ xefxg’

! ! g gz
_(kf) :kf,kER _(xn)/:nxxn—llnez+
- (fxg) =f xg+fxg — (Y =nxfrY, ne zt
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Notas:
-k =0keR
- (kx)' =k, ke R\ {0}
- (x3) =2x
- (x3) = 3x2

Sinal da derivada de uma funcao e extremos locais

Seja f uma fungdo definida em [a, b] e diferenciavel em ]a, b[, com a < b.

* Sef é crescente em ]a, x;] e decrescente em [xg, b[, entdo a fungado f tem um méximo relativo
no ponto de abcissa x,.

f(xg) é esse méximo relativo e x é o respetivo maximizante.

* Sef é decrescente em ]a, x(] e crescente em [x, b[, entdo a fungdo f tem um minimo relativo
no ponto de abcissa x,.

f(xg) é esse minimo relativo e x( é o respetivo minimizante.

Diferenciabilidade e extremas

e Teorema de Fermat:

Sejam f uma funcdo definida em I =]a,b[ e %, €]a, b[.

Se f é diferencidvel em x( e tem um extremo em x,, entdo, f'(xy) = 0.

Sinal da derivada e monotonia de uma funcao
Sejaf : D C R - R uma fungdo diferencidvel em [a,b] C D, coma < b.
* Se Vxy €la,bl, f'(xg) > 0,entdo f é estritamente crescente em [4, b].
* Se Vxy €la,bl, f'(xg) <0, entdo f é estritamente decrescente em [a, b].

* Se Vxy €la,b[, f'(xg) = 0, entdo f é constante em [a, b].
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