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Fungao exponencial

¢ Funcdo exponencial de base a
A funcdo f real de variavel real definida por uma expressao do tipo f (x) = a*, com
a € R* \ {1}, designa-se por funcdo exponencial.
- D, =R*
- f é injetiva
- f é continua

— f é estritamente crescente em R, se a €]1, +oo[

f é estritamente decrescente em R, sea €]0, 1]
— O gréfico de f tem uma tnica assintota, a reta de equacdoy =0
- xgrpwax =0,sea €]l,+oo[

xl_i)rpooax = +4o0,sea €]0,1[

xlirp a* = +oo,sea €]1, o0

lim a* =0,sea €]0,1[
X—4o00

* Propriedades da funcao exponencial

Sendoa,b € R*, Vx,y € R tem-se:

a* x a¥ = a*ty

(ab)* = a*b*
X
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¢ Equacdes e Inequacdes envolvendo exponenciais
—af=dex=y
—a*>a) o x>y,sea €]l +oof
-a*>a o x<y,seac]0,1]
* Regras de derivacao
- (@™ =u'et

- @) =u'a*lna, (a € RT\ {1})
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Numero de Neper

O ntmero de Neper é um nimero irracional (dizima infinita ndo periédica), representa-se por

1 n
lim<1+—> =e.
n

Funcgao inversa de uma fungao bijetiva

e, e é dado por:

Dada uma fungéo f, bijetiva, de A em B, a funcdo inversa de f é a funcdo f ~! de B em A tal que
qualquer que sejay € B, f~1(y) é o tinico elemento x € A tal que f (x) = y. Resulta que Df =D,
e Dy = Dya. O grafico de f ~! pode ser obtido do gréfico de f pela reflexdo axial cujo o eixo é a
reta de equagdo y = x (bissetriz dos quadrantes impares). Deste modo, duas fung¢des sdo inversas
uma da outra, quando representadas no mesmo referencial, as suas representagdes graficas sao
simétricas relativamente a bissetriz dos quadrantes impares.

No caso de uma funcdo ser nao injetiva, ela ndo é invertivel.

Fungao logaritmica

¢ Funcao logaritmica de base a
A fungdo f: R* — R definida por uma expressao do tipo f (x) = log, x, coma € R* \ {1},
designa-se por funcdo logaritmica de base a.
- Dy =R*
-D;=R
- f é injetiva
- f é continua

— f é estritamente crescente se a €]1, +oo
f € estritamente decrescente se a €]0, 1[

— O gréfico de f tem uma tnica assintota, a reta de equagdo x = 0

- lim log x = 4oo,sea €]1, +oo[

X—4o00
xl_i)rpoo log x = —oo,sea €]0,1[
}}irg+ log x = —o0,sea €]1, +o0[

lim log x = +oo,sea €]0,1[

x—0*t
— Propriedades
+ =y o x=log y, VxeR, Vy e R*
* log a* =x, Vx € R

+ %" = x, Vx € R+
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- Logaritmo decimal e logaritmo neperiano
log x — logaritmo decimal (de base 10)

Inx — logaritmo neperiano (de base e)
¢ Propriedades operatdrias da funcao logaritmo
- log, (xy) = log_x +log_ vy
- log, (%) =log, x —log,y

- log, (%) = —log, x
- log (x¥) = ylog, x

* Equacdes e Inequacdes envolvendo exponenciais Sejam x,y € R*

-log, x=log yex=y

-log x=y o x=a

- log, x <log,y & x <y,sea €], +oo[
log x <log y & x >y,sea €]0,1]
log x <k & x <aF,sea €]1, +oo[
log x <k e x >df,sea €]0,1]

* Regras de derivacao

- (Inu)' = i
u

/

(a e RN\ {1})

— (log,u)" = ulna’

Fungao composta

Sejam f e ¢ duas fungdes tais que g: D, > A e f: Df — B,. A fungdo composta de f com g é
f og: Dfoe — B, tal que:

(f o8)(x) =f(8(x)) A Dsog = {x: x € Dy A g(x) € Dy}

* Regra derivacdo: (f 0 ¢)'(x) = f'(g(x)) x g’ (x).
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Regra L'Hopital

A regra de L'Hopital afirma que o limite de um quociente de uma funcéo ¢é igual ao limite do

quociente das suas derivadas, ou seja, que

I ACO €O
=1
m g() T g(n)

, desde que determinadas condicOes sejam satisfeitas, a saber:
* f e g sdo fungdes definidas num intervalo aberto I, a € I, e derivaveis em I \ {a};

f( ) . . = . 0 00
. }CILI} 7 € uma indeterminagdo do tipo 5 ou 3

e o'(x) #0emle 11mf—)) existe;

Limites notaveis

er—1 Inx

e lim =1 ° hm——O(pEN)
x—0 X x—>+o00 P
o In(x+1) er
.91}367_1 oxkrpwx—p—+oo, (p e N)

Fungoes Trigonometricas

e Limite notavel 1111(1) Sm)fx) =1.

* Derivada de funcdes trigonométricas

— (sinu)’ = u' cosu

— (cosu) = —u'sinu

/

- (tanu)' = 5
cos? u

Segunda derivada

Chama-se segunda derivada de f ou derivada de segunda ordem de f’, func¢do derivada de f,

e representa-se por f” a fungdo tal que f” (x) = (f'(x))’.

¢ Concavidades e pontos de inflexao

Seja f uma fungdo real de variavel real duas vezes diferencidvel num intervalo I.

- O grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para cima em I se e s6 se
Vx €1, f"(x) > 0 (ousejaf’ é estritamente crescente em I).

- O grafico da fungdo f tem a concavidade voltada para baixo em I se e s6 se
Vxel, f"(x) <0 (ousejaf’ é estritamente decrescente em I).
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- O ponto de coordenada (c,f(c)), comc € Df, € um ponto de inflexdo do gréfico de f
se e sO se existem niimeros reais a < c e b > c tais que [4,b] C Drea concavidade do
gréafico de f no intervalo [a,c] tem sentido contrario a concavidade do gréfico de f no
intervalo [c, b].

— Se f é uma fungdo duas vezes diferencidvel num intervalo I e se o grafico de f tem um
ponto de inflexdo em c € I, entdo f”(c) = 0. A afirmacéo reciproca ndo é verdadeira.

Continuidade
Sejaf: D C R —» R ea € Dy, a fungdo f € continua no ponto a quando lim f (x) existe.
e Sea e Df, }Ciirb}f(x) existe se e sO se xli_)%q_f(x) = xli_)rgf(x) = f(a);
e Sea & Df, }Ciggf(x) existe se e so se xli_)ly_f(x) = xlir%f(x).

¢ Funcdo continua num conjunto

f é uma fungédo continua em A C Dy quando f € continua em todos os pontos do conjunto A.

¢ Operagdes com fungdes continuas
Sejam f e g duas fungdes continuas em a, entdo as fungdesf +g, f — ¢, f xg, é (comg(a) # 0)
ef” (r € Q) sdo, também, continuas em a.

¢ Continuidade da fun¢do composta

Sejaa € Dg.r se f € continua em a e g € continua em f (a), entdo, g o f € continua em 4.

Assintotas

* Assintotas verticais
— A reta de equagdo x = a é assintota vertical ao gréfico de f quando pelo menos um dos
limites laterais de f no ponto g, for infinito.
— A reta de equagdo x = a é candidata a assintota vertical ao grafico de f, em dois casos:

* 0 Df, mas f ndo é continua em 4;

* a & Dy ea é um ponto aderente a Dy.

O gréfico de uma funcdo pode ndo ter assintotas verticais, pode ter apenas uma, duas,
. ou ter uma infinidade.

¢ Assintotas ndo verticais
Para +co temos:
- Aretade equagdoy = mx+b (m,b € R) é uma assintota ndo vertical ao grafico de f em

+oco se
lim [f(x) — (mx+b)] =0.

X—4o00
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. (x) .
-m= XEIPOOJCTX eb= xl_1)1}100[f(x) — mx].

— Sem =0Abe R aassintota é horizontal.
- Sem &€ R\ {0} A b € R aassintota é obliqua.

— Se pelo menos um dos valores (7 ou b) ndo for um ntimero real, 0 grafico de f ndo tem

assintota ndo vertical em +oco.

Em —oo as conclusdes sdo andlogas. Se o dominio for um conjunto limitado entdo o grafico
ndo tem assintotas nado verticais. Se for um conjunto minorado e ndo majorado, apenas pode
ter assintotas ndo verticais em +oc e se ndo for minorado e for majorado apenas pode ter em
assintotas nao verticais em —oco.

Resolugao aproximada de equacoes

Teorema dos valores intermédios ou Teorema de Bolzano-Cauchy

Seja f uma fungdo real de variavel real continua num intervalo [a,b] C Dy.

Entdo, para qualquer k € R do intervalo aberto de extremos f (a) e f (b), existe pelo menos
um namero real ¢ €]a, b[, tal que, f(c) = k.

Método da bissecao

E um método numérico que permite obter. um valor aproximado da solugdo da equagdo
f(x) = 0, baseando-se no Teorema dos Valores Intermédios ou Teorema de Bolzano-Cauchy
e na subdivisdo sucessiva de um intervalo que garante a solugdo, ou seja, dado um intervalo
Iy = [a,b], vai construir-se uma sucessao de intervalos I,, = [a,,b,,], cada um contendo a
solucdo da equacao.

Condigdes de aplicagdo

- f é continua num intervalo inicial I = [4, b];

- f(a) xf(b) <0, ouseja, f(a) e f(b) tém sinais contrarios.

Etapas do processo iterativo

- Calcula-se o ponto médio de I, obtendo-se x;

— Escolhe-se o subintervalo I;, definido por x; e por um dos extremos de I, de forma a
manter a mudanga de sinal das suas imagens por f;

— Repete-se o processo no intervalo I, I, ... para obter x,, x3, ...

Cada repetigdo do processo descrito constitui uma iteragdo do método.

O processo termina se, em algum passo, f (x,) = 0 ou se verifique algum dos critérios de
paragem pré-definidos (nimero maximo de itera¢des, amplitude do intervalo, etc.).

Sendo f uma fung¢do continua num intervalo [a, b], com f (a) xf (b) < 0, 0o método da bisse¢do
permite-nos obter valores de x, cada vez mais préximos da solu¢do da equagdo f(x) = 0,
sendo o erro absoluto menor ou igual a bz;,f, que tenderd a ser zero a medida que n aumenta.
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Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um método numérico que permite obter um valor apro-

ximado de uma solugdo da equagdo f(x) = 0, sendo f uma func¢ado derivavel, recorrendo a
S

S
Geometricamente, corresponde a obter valores aproximados da solugdo através das retas

sucessivas aproximagdes através da férmula x,,

tangentes ao grafico da fungao.

Condicoes de aplicacdo

— f é derivavel num intervalo [a,b] que contém a solucdo pretendida e tal que f'(x) #
0, Vx € [a,b];

- Considera-se um valor inicial x suficientemente préximo da solugéo.

Etapas do processo iterativo

Partindo do valor inicial x,:

- Calcula-se f (x) e f'(xg);

fx)

- Aplica-se a formula: x,,.1 = x,, — iy

Se em algum passo se obtiver um valor x,, tal que f(x,,) = 0, a solucdo fica determinada e o

processo termina.

Caso contrério, o processo é repetido até que a precisdo desejada seja alcancada.
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